Diverses

Losung der Quadratische Gleichung

_ —bEb2—4ac
T1,2 = %a

Geometrie
Skalarprodukt

6,57&0: .
<ab>=06aLlb

Vektorprodukt
_ a by azbs — asbz
axb= as X b2 = a3b1 — albg
as b3 a1by — agb;
a X I:):L a
axblb
axbl —-bxa
Trigonometrie
Bogenmass
m = 180°

Einheitskreis / Kreis

Rechtwinkliges Dreieck

. _ Gegenkathete
S @7 = Hypothenuse
_Ankathete

ooy = Hypothenuse

__ Gegenkathete
tana = Ankathete

Spezielle Winkel

« ‘ 0 30 45 60 90
sina | 0 % g ? 1
cosa | 1 @ g % 0
tana | 0 @ 1 V3 -

Formeln

sin?(x) 4 cos?(z) = 1

sin(z £ y) = sin(x) - cos(y) % cos(x) - sin(y)
cos(z £ y) = cos(x) - cos(y) % sin(x) - sin(y)
__tan(z)*tan(y)

tan(z £ ¥) = Hanta) tanty)

sin(£) = %4/ 71_035(””)

cos(§) =+ HC;’S(I)

sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

cos(2x) = cos?(z) — sin®(x)

Komplexe Zahlen

Normalform

z=a+bi
Re(z) =a
Im(z)=b

Polarform /Exponentialform

z = re?? = r(cos p + isin @)

Umformen

Normalform— Polarform

r = |z| = \/Re(2)2 + Im(z)?
arg(z) = 7+ « (grafisch!)
Polarform— Normalform

a = Re(z) =r-cosp
b=Im(z)=r-sinp

Wourzelziehen

Z" = a = |ale*’ ‘
2 = {/a-exp L + 2

Grenzwerte

Konstante

Briiche

flz) _ limg ., f(a)

9(1) limz%zo g(z)

Fiir limg 2 g(x) # 0: hmzﬁajo

Produkte

limg s 4, f(m) g(x) = (hmm%xo f(m)) - (limg— g(x))

Summen

limy 00 f(2) + 9(2) = (limg—, f(2)) + (limg—z, 9(2))

Bernoulli

Fiir limg a0 f(2), limg—zq 9(z) =0
oder limg—qq f(2), limg— a0 g(x) = foo:

D)

limm%xo g(m) = hmm%xo 7' (z)

Lineare Algebra

Losung eines Gleichungssystems

Ax =b inhomogen homogen

b+0 b=0
det(A) #0 x#0 =0
regulér d genau ein x

~ 341 so dass Ax = b

det(A) =0 1) # Losungen oo # Losungen oo
singulér 2) keine Losung




Erlaubte Operationen

1. Zeilen zueinander addieren
2. Zeilen vertauschen
3. Zeilen mit einem Faktor ¢ € R\{0} multiplizieren

Determinante

det(A) = det(AT)
det(A) - det(B) = det(A - B)

det(A) - det(A™Y) = 1 = det(A™') = det(A™T)
a * @
det 61 . ) =i, ai

Erlaubte Operationen

e Zeilentausch / Spaltentausch mit Vorzeichenwechsel

e Faktor rausziehen
e Zeilenaddition / Zeilensubtraktion

Invertieren

1. Zeilen multiplizieren mit ¢ € R\{0}
2. Zeilen zueinander addieren / subtrahieren

AATL=AtA=1T

Uberpriifen:
1 0 1
2 4 -3

Eigenwerte )\

= O

Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Po-

lynoms.

Charakteristisches Polynom

Pa(N) = det(A — AI)

det( N ):(1—)\)(4—)\)—2-O:4+)\2—

Eigenvektor zum Eigenwert \

Av = lv
(A=XHv=0

(121 491)17: (8)
(g g8>,z.3,52(23)

Differentialrechnung

Ableitungsregeln

Faktorregel

Summenregel

y = (@) + fa(z)
y' = fi(2) + f3(2)

Produktregel

y = fi(x) - fa(x)
y' = fi(@) - fa(z) + fi(z) - f2(2)

Quotientenregel

_ Nhi(=)
V= 1@

) F@) fa (@)= fi (@) fi(@)
Yy (F2(2))2

Wichtige Ableitungen

fa) | f'(x)
" ‘ nz" 1
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
tan(zx) ﬁ(w) =1+ tan?(x)
e’ e’
a® In(a) - a®
In(x) %
log,, (x) In(a) =

Verkettete Funktionen

fu,v) = (}2) - (5’;‘32”)

Direkte Ableitung

—_ dx d dz
dh(z,y,2) = | Gh, ok, Ohe
dx dy dz

1 2
it = (40 2)

Indirekte Ableitung mit Kettenregel

dh(xaya Z) = df(g(ﬂf,’y» 2)) : dg(xaya Z)

< u? 1 ) ’ ' < 0
I -1 9(z,y,2) 1
y? 1 (0 1 1\ 1 3% oz
1 -1 10 2z ) \\ -1 1 -z

O =



Hessematrix Flichenparametrisierungen R? — R3 1

1
2? 22 -
) Ox10x1 et Ox10x, x’y Ebene 2
_ _(_o _ . .
H(f)—Hf—<axiazj>— 0 P terf
92 9? _ arameterform
0 2 Tangentialvektoren, 1 Stelle im Raum
. 7 COS
Gradient da(r,0) = | rsing
graatf) =vs = ()
Yy 1 0
paraboloid ¢:=10 |, ¢y, =1 1 | Tangentialvektoren
Die Niveaulinie steht senkrecht auf den Gradienten! 2z 2y
PROR T AP
. . ] u,v) = v —
Anderungsrate/Richtungsableitung ’ w2 4+ o2 T = 1 +u (2) +A(1
IV£(p)] - cosd =< V f(p), & >
p: Stelle, ¥: Winkel, Z: Richtung Kugeloberflache Koordinatengleichung/Ebenengleichung
S B EOS W Normale auf Ebene, 1 Stelle im Raum
Kurvenparametrisierung d4(u,v) = | cosvsinu 1 0 —2
S ® Normale: ¢, x ¢, = [0 ] x | 1| = | -2
Gerade . 2 2 1
Ebenengleichung: —2x — 2y 4+ 2z =c¢
a Koordinatenlinien Stelle einsetzen: —2(1) —2(1) +2=c¢
0)=1b =-2
1(0) c Koordinatenlinien sind Linien in einem Koordinatensys- 52 T =2y 4z =—2
d tem, auf denen bis auf jeweils eine alle Koordinaten kon-
) e stant sind.
! Differentialgleichungen
a—t(a—d) a a—d Koordinatengleichung L.
vt = [b—tl—a)y | =[b] —t[b—c Qualitative Aussagen
. TR3 . N N . s
c—tlc—f) ¢ c—f fe' RS = Rumit g(¢) = Neveau firalle Parameteryer Aussagen iiber x(t) ohne explizites Ausrechnen.
. 9z, 7Ebene(u7 v, ’lU) =w . . .
Kreisbogen gpaymbozoid(x, y,2) =2 — a2 — y? Gleichgewichtslésung =,
gKugel(xvyaZ):xQ‘i‘yQ‘FZZ—l i
@ Z = 0, nach z, auflésen

Radius: r, Mittelpunkt: | b
c Tangentialebene |
V[p1,p2] — R 0= (zg —2)°(wy +3)zy

T Tg1 — 2
a + rcos(t 9
t b ; ( ) QS('IayVZ) = Yy Tg,2 = -3
— [ b+ rsin(t) 22 12 T 2=0
c Yy ~Lg,3 -

Gesucht: Tangentialebene an ¢ im Punkt ¢ := ¢(1,1) =



Richtungsfeld in der (¢, z(t))-Ebene Partikuldre Lésung Anfangswertproblem

r>2=1>0 1. Ansatz Anfangswerte einsetzen und Konstanten bestimmen

2>2>0=12<0 5
0>2>-3=i>0 Zpary(t) = at® + bt +c
$Part(t):a66t

3>r=1<0 Tpane(t) = asin(t) + beos(?) 2 x 2 DGL Systeme

. x(® . T . a b 1 + ty
L — — instabil T =x+3t Ta) c d o) to
2at + b= at® + bt + c + 3t°
é \ \ \ stabil t 2
0=t(a+3)+tb—2a)+c—b
- _ b— _ Homogene L6ésung mit Ansatz
2 _— _— - =a=-3,b=—6,c=—-6
M ~— ~— ~— Tpart(t) = —3t* — 6t — 6 Trom(t) = c101eMt + cotipe???
-5
Allgemeine Lésung
L6ésung der DGL 1. Zusammengesetzt Partikuldre L6sung mit Ansatz
1':$+3t2 TAllg =T —|—.’E at+b
— g Hom Part — _
I—(Iosn T Part (Ct + d)
z(0) =12 @
- ae‘t
THom(t) = ce’ Tpart = (bect>
Homogene Lésung Cpart(t) = =32 — 6t — 6 L (asin(t) +bcos(t)
1. Ansatz Ty (t) = ce' — 3t* — 6t — 6 Part =\ ¢sin(t) + d cos(t)
THom(t) = ce?t 2. Variation der Konstanten
. _ o\
EHom(t) = che c = c(t) Aligemeine Lésung
. x(t) = c(t) - e
P=1 7= _’Hom +ffPart
MCC*;::O i=ux+ 3t
cAe” —ce” =0 éel + ce! = cet + 3t? Phasenportrait
A=1=0= 2gom(t) = ce' b= 3oty
- Qualitativer Verlauf der Losungen von & = AZ mit
oft) = / 2e—t2dt det(A) # 0 und Ay # Az (reell)
2. Separation der Variablen Reelle Eigenwerte siehe Grafiken

= e H(—=3t> =6t — 6) + kx(t) =c(t)e!  Imaginire Eigenwerte:

b= = (e H(=3t — 6t — 6) + k)e’ -
de 366t ket e Re(M\, A2) = 0 = oszillierend
ar /dt TAllg = — t“ — 6t — 6+ ke
.1 (x) ’ - - o Re(M, \2) < 0 = stabil, Gegenuhrzeigersinn
n(z)=t+c erpriifen!

t
Trom(t) = ce Erfiillt 2:(¢) die DGL? Einsetzen! e Re(A1,\2) > 0 = instabil, Gegenhurzeigersinn
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Taylorpolynom

Lokale Approximation einer Funktion mit einem Polynom

Linearisieren: Taylorpolynom 1.Ordnung

Taylorpolynom vom Grad n um zg:

"z () (z
fulz) = f(20) + L (110) (90—950)1 AF e fn_(!o)($_l,0)n

Funktionen f: R" — R

f:DCR?2—-WCR

Definitionsbereich

D = {(z,y) € R?|z # 0}

Wertebereich /Bildbereich
W =R

Niveaulinien

Menge an (z,y) im Definitionsbereich mit f(z,y) = k, wo-

bei k € R ’Niveau’

Extremalaufgaben

Eindimensionaler Fall f : R — R
Kritischer Punkt

xo kritisch, wenn f’(2g) =0

Lokales Maximum

f'(xo) =0 und f"(zg) <0

Globales Maximum

f(zo) > f(z) fir alle z € D

Kandidaten: kritische Stellen, Randpunkte

Lokales Minimum

f'(zo) = 0 und f"(zo) >0
Globales Minimum

f(zo) < f(=) fir alle z € D

Kandidaten: kritische Stellen, Randpunkte

Sattelpunkt

f'(x0) =0, f"(x0) = 0 und f"(zo) # 0

Mehrdimensionaler Fall f : R" — R
Kritische Stellen

g€ D mit df(p) =0

Klassifikation

Klassifikation mit Hessematrix

det H > 0: lokales Minimum/Maximum
det H < 0: Sattelpunkt

Integralrechnung

Unbestimmte Integrale

Konstante ¢ nicht vergessen!



Wichtige Stammfunktionen Partielle Integration

f@) | F=) J (@) g(e)de = f(z - [ f(@)
0 C
1 +C

" nil C /Cos(a:)m dz =sin(z) -z — /sin(w) dz
1 In|z| 4+ C = sin(z) - x + cos(x) + ¢
e? e +C

a® +C

lna

sin(z) | —cos(x) +C
cos(x) | sin(z)+C

1
COS%(m) tan(z) + C =zln(z) — /xf dx
1 j—
sinZ(z) cot(z) +C =zln(z) —z+c

Rechnen mit Integralen
Substitution

Faktorregel
b b J fle@) - ¢'( —ff
JPC-f@)de=C [" f(z)da S fe®)) - fﬁfi
Summenregel

/ln(mQ)xdx = /ln(u)%du

[ f(@) + g(@)de = [ f(2)dz + [ g() do 4
= i(u(ln(u) —-1)+c

Vertauschungsregel = %(;ﬁ(ln(ﬁ) —1)+ec
dz = — ;' f(z)d
Jo f(@)da Jy f(@)dz 2? =y = 0 = A 0p = du 90y = dy = pdr =
dl dx dx
1du)
Grenzen

f; f(@dz= fac f(x)dz + fcb f(z)dz

=), =9% - —
Symmetrieeigenschaften 9 9
(z+T7T=u= d(w+7) =42 = dy = du)

f(z) = f(—x) gerade
g(x) = —g(—x) ungerade _
[ f@)de =2 ) f(z)dz Tricks

Jag(e)de =0 J 5D dz = n(f(@) + ¢

2§ii dr =In(z? +z) + ¢
[ de = 25 +c

[ sin®(z) cos(z) da = % sin®(z) + ¢

Mehrfachintegrale

[ dz Linge von I
1
[ f(z)dz Fliche zwischen f(z) und I
[ [ dz Fliiche von
)

[ flz,y)dx Volumen von f(x,y) iiber
Q

[ [ ] dx Volumen von B
B

J[]f(zy,z2)dz
B

z.B. Tréigheitsmoment

Koordinatentransformationen
Kartesisch — Polar
[z _ [rcos(p)
¢= y)  \rsin(p)
cos(p) —rsin(p)| _ " _
sin(p)  rcos(p) | Sl =

\det(¢’)| ~f(9(r; ) dpdr

Il
O\H
—— “H\ B

//m + 3% dady

- 12 cos?(p) + r? sin?(p) dedr

I
o—__

3 ... -T
/r d<pdr—...—4

T
2

SR

I
o—__



Kartesisch — Zylinder Suche nach einer Potentialfunktion

3 Komponentenweise integrieren.
A = [ ol
o=y | = | rsin(p) 2
z 3 1 e . 1 g
cosga —rsin(p) 0 :/2 |<(t1)§>|dt 1de = —Sln($)$+cos(93)+y+22 r
smcp rcos(yp) 0| =det(¢) = 3 L 5
0 1 :/ 124 ((t—1)%)2de = zcos(z) + zy + %% + c(y, 2)
2
3 3 ngy:/xdyzxy+c(x,z)
= [ Vift—1dt= [ tzdt /
Kartesisch — Kugel (1) /2 + /2

1
/ngz:/zzdz: 532x+c(x,y)

4\f
7 rsin(9) cos(p) =...=2V3-
o= |y | = | rsin(d)sin(p) p(z,y,2) = xcos(z) + xy + %zzx +c
z r cos(1)
sin(9) cos(ip)  —rsin(9) sin(ip) 7 cos(d) cos() Vektorfeld Arbeit des Vektorfeldes F entlang
sin(d) sin(¢)  rsin(P)cos(p)  rcos(F) sin(p)
cos(1) 0 —rsin(d) F :R3 — R3 ordnet jedem Punkt im Raum einen Vek- W = f7 ﬁ(F) -dr
= det(¢') = r?sin(v) tor zu.
. P —sin(a)z + cos(x) + y + % .2 e Bei Potentialfeldern hiangt die Arbeit nur vom End-
Kartesisch — Kugel (2) (@,9,2) = | B | = . und Anfangspunkt ab.
e F e Falls F konservativ: | F=0
3 zxr Ygeschlossen
g r cos(¥) cos(p)
=y ]| = [rcos(®)sin(p) ) v :[0,27] — R3
z rsin(¥) Rotation o
cos(¥) cos(p) —rcos(¥)sin(p) —rsin(P) cos(p) oF, _ oF, t— |t
cos(¥)sin(p)  rcos(¥)cos(p)  —rsin(d) sin(p) . oy oz t2
sin(d9) 0 —r cos(1)) rotF = Zaﬁ“’ -2
_ N .2 vy o 8& 27
= det(¢’) = r* cos(V) T / / < F(y(8)),5(t) > dt
. . . 7r 2m 0
Kurvenlange Potentialfunktion _ / <Flt ], [1]>a
b EE g e Falls rot F = 0 so heisst F' rotations- oder wirbelfrei. 0 2 2t
fa )P e F ist ein Potentialfeld oder ist konservativ, falls ei- 2 1+t+ %t4 0
ne Funktion existiert p : R® — R mit V,, = F' und :/ < 27 1] > de
~v:[2,3] > R2 Definitionsbereich einfach zusammenh#ngend. 0 2rt? 2t

t e Falls F Potentialfeld, dann existiert eine Potential-
STt
3

27
_ 394 4.2 5
funktion. = /0 2w + 4rmt® dt = 4n° + 167



